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Instrugoes:

1. Esta avaliacdo estda impressa em 3 (trés) folhas de papel A4 as quais
estdo anexadas 15 (quinze) folhas de papel destinadas as respostas
definitivas e 10 (dez) folhas de papel que podem ser usadas para
rascunho.

2. Todas as solucdes e/ou justificativas devem ser escritas a caneta
contendo tinta na cor azul ou preta.

3. A presente avaliagdo esta composta por 3 partes. O candidato deve
observar as orientacdes relacionadas com cada uma delas abaixo.

PARTE I (AVALIADA EM 5,0 PONTOS) — Contém 8 (oito) problemas
dos quais o candidato deve escolher e resolver 5 (cinco) deles.

PARTE II (AVALIADA EM 3,0 PONTOS) — Contém 6 (seis) lacunas
seguidas de afirmacdes. O candidato deve escolher exatamente 3 (trés)
dessas e, conforme o seu julgamento que deve ser brevemente
justificado, preencher com a letra V, caso a lacuna esteja seguida de
uma afirmacao VERDADEIRA, ou com a letra F, caso a lacuna esteja
seguida de uma afirmag¢do FALSA.

PARTE III (AVALIADA EM 2,0 PONTOS) — Contém um tema sobre o
qual o candidato deve discorrer livremente.
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PARTE I (AVALIADA EM 5,0 PONTOS)

PROBLEMA 1: Seja A um conjunto e * uma operacdo definida em A. Considere em
J(A) = {f:A— A/f éuma fungdo} a operagio ®: Vf,g€I(A), f®g é a
funcao definida por

f®g:A-A

x> (f ®g)x) = fx) * g(x).

Mostre que:
a) se todos os elementos de A sdo idempotentes; entdo I(A4) possui um elemento
idempotente.
b) se * é associativa em 4; entdo ® também é associativa em J(A4).
SOLUGAO: a) Seja f um elemento em J(4). Para todo x em A vale que (f ®
HE) = f(x) * fx) = (f(x))2 = f(x). Isso mostra que f ® f = f e, assim, f é
um elemento idempotente em J(A4).
b) Vale que [(f ® g) ® h](x) = (f ® g)(x) * h(x) = [f(x) * g(x)] * h(x). Como *
é associativa em A, temos que [f(x)*gx)]*h(x) = f(x)*[gx)*h(x)] =
f)*(@®h)x) =[f ® (g ®h)](x); VxeA Isso mostra que (f ® g) ® h =
f ® (g ® h)e® éassociativa em J(A).

PROBLEMA 2: Considere a fungo f: R - R definida por f(x) = [; H’fz
f()

o valor de lim —.
x>0 x

dt. Calcule

SOLUCAO: O limite procurado tem a forma g. Aplicando a regra de L’Hospital,

N €O T i €9 BT %_ . senx 1 s senx . 1
lim = lim—= = lim = llm( " 2(1+x2)) = (llm )(chl_r)ré Z(sz))

x>0 x? x—-0 2x x—0 2x x—0 x—-0 X
. . X 1
assim, temos que lim LZ) =-
x-0 X 2

PROBLEMA 3: Sejam a e n numeros inteiros, ambos maiores que 1. Mostre que, se
a™ — 1 é um niimero primo, entdo a = 2 e n € um numero primo.
SOLUCZ\O: Suponha que a > 2. Assim,a—1>1ea—1 divide a® — 1, logo a™ — 1
nao € primo, uma contradi¢do, portanto a = 2.

Agora, suponha que n ndo é primo, dai n = bc, com b > 1 e a > 1. Como
2P — 1 divide ( 2°)¢ — 1 = 2™ — 1, segue que 2" — 1 ndo é primo, uma contradigio,
logo n é primo.

PROBLEMA 4: Seja P, (R) o espago vetorial dos polindmios de grau < 2 com
coeficientes reais, juntamente com o polinomio nulo. Verifique se o operador linear
T: P, (R) » P, (R) definido  por  T(p(t)) =p (t)—2p (t) +p(t) é
diagonalizavel. Aqui, p (t) e p''(t) sdo, respectivamente, as derivadas de primeira
e segunda ordem de p(t).
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SOLUGAO: A matriz do operador T com relacdo a base canénica § = {1,t,t?} é igual

1 -2 2
a[T]z=|0 1 —4| .Dessaforma, o polindmio caracteristico de T é dado pela
0 0 1 I3y3

equagdo p(1) = det([T]z — AI) = (1 — 1)® e, assim, A = 1 € o tnico autovalor de T.
Ora, neste caso, T é diagonalizdvel, se e somente se, dimV (1) = 3, onde V(1) é o
autoespac¢o associado ao autovalor A = 1. Vamos verificar a dimensao de V(1).
Temos:

0 -2 2 a 0
p(x)=a+bx+cx’*e V(1) o [T — Mg [p()]p = 03x1 © [0 0 —4] . [b] = [0] =

0 0 0 c 0
b=c=0 ©p()=a. Assim, V(1) é gerado pelo polinomio constante 1, isto &,

dim V(1) = 1 edai T nado é diagonalizavel

PROBLEMA 5: Sejam a e b nimeros inteiros positivos. Mostre que %+% é um

namero inteiro se, e somentese,a =b =1oua =»b = 2.

a+b
ab’
necessariamente ab divide a + b, mas a divide ab, logo a divide b. Analogamente,
b divide ab e dai, b divide a. Como a e b sdo nimeros inteiros positivos, segue que

SOLUCAO: Suponha que %+% ¢ um numero inteiro. Como §+%=

1 1 b 2 2 ,
a = b. Usando este resultado, temos que;+3=%=a—§=g,da1 segue que a =1
1 1
ou a=2. Agora, se a=b=1 ou a=>b=2, temos Z+E=1+1=2 ou
1.1 1 1
Jtr=2tz =t

PROBLEMA 6: Sejam y, e y, duas solu¢des da equacao diferencial
Y +p@®)y +q®)y =0;

onde p e q sdo continuas em um intervalo aberto I ¢ R. Mostre que:

a) o wronskiano w(yy,y,) (t) é dado por w(yy,y,)(t) = cel P®dt; onde ¢ é uma
constante independente de t, mas que depende de y; e y,.

b) w(yy,y,) (t) nunca se anula ou é identicamente nulo no intervalo /.

y  +p@®y +q®)y; =0
SOLUCAO: Vale que {",1 - : ja que y; ey, sdo solucdes da
¢ a {y L + POy, +q()y, =07 1 THEI1EY2 ‘

equacao dada. Equivalentemente, vale que
(): 1y = ¥"1y2) + (O 1Yz — ¥'1y2) = 0.
Por defini¢do, temos W (yy,y2) = y1¥'2 — ¥'1y2. Entdo, vale que
W =y + 31y =y 12 =YY =y = Y 1y

Desse modo (*) pode ser escrita como
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W +p®O)W=0= % =—pt) =W = [ —pt)dt = W(t) = ce~JP®dt. onde

¢ = tp; o que mostra que W (t) # 0, a menos que tenhamos ¢ = 0 e, nesse caso,
temos W (t) = 0 para todo t.

PROBLEMA 7: Considere o anel dos numeros inteiros (Z, +,"). Mostre que, se a
funcdo f: Z — Z satisfaz as condigdes:
)fm+n)=fm)+f(n)e
i) f(mn) = f(m)f (n);
entdo, f = 0 é a fungdo nula ou f = iy é a funcdo identidade em Z.
SOLUCAO: Temos que 12 = 1.1 = 1. Usando a hipétese do item ii), vemos que
fAD=fD) e fDOfD)=f1) e fDfD)-fD =0 fD[f) -1]=0.
Como Z é um anel integro, temos que f(1) =0ou f(1) -1=0< f(1) = 1.

Se f(1) =0, vale que f(x)=f(1.x)=f()f(x)=0f(x)=0; Vx € Z.
Nesse caso, vale que f = 0 é a fung¢do nula.

Sef(1) =1,v0<x€Zvaleque f(x)=f(1.x) =f(1+1+--4+1); onde
f age em x parcelas iguais a 1. Usando a hipétese em i), temos f(1 + 1+ -+ 1) =
fO+fD++fA)=f(1).x=1.x = x. Além disso, V 0 > x € Z, temos que
0 < —x e, pelo caso anterior, vale que f(—x) = —x. Portanto, se f(1) = 1, vale que
f =iy é afuncdo identidade em Z.

PROBLEMA 8: Seja f: [a,b] X [c,d] = R dada por f(t,x) = g(t) h(x) com g e h
continuas e h(x) # 0, V x € [c,d]. Considere ¢: I — R a solugido geral do problema

dx

de Cauchy {E =@ x). Mostre que ¢(t) = H! (ftt g(r)dr); onde temos
@(to) = xo ’

H(x) := xxo %dr. (Essa é a chamada solucao geral da correspondente equacgao a

variaveis separaveis).

SOLUCAO: Sendo ¢ solugdo, temos: (Z—(f =g(t)- h((p(t)); ¢(ty) = ty. Portanto, vale

dp(t) _
e T AR

que (*):

Pela defini¢cdo de H, usando a regra da cadeia, reescrevemos a igualdade em
(*) como (H o ) (t) = g(t). Pelo T.F.C, integrando a igualdade acima de t; a t,
obtemos que

t

(=) H(o(0) — H(o(to)) = f g()dr = H(p(©)) = Hixy) + f g(rdr = f g(rdr

0

~ 1, . ~ . ’
Entdo, note que ~éa derivada de H, e ndo muda de sinal, segue-se que H é

estritamente mondtona. Portanto, H([c,d]) é um intervalo contendo x, e existe a
inversa H™': H([c,d]) — [c,d]. Compondo H™! e (x*), obtemos, entdo, que

w@)=ff40;gﬁﬁ#)
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PARTE II (AVALIADA EM 3,0 PONTOS)

n

~ 1
AFIRMACAO 1: (F) A sequéncia x,, = FE i converge para 1.

i=1
n

JUSTIFICATIVA: Temos Z [ =
i=1

1\ (n?*+n 1 1 1 . .
=(=)({——) == =) > = 3 |
Xn ( ) ( ) 1+ n) > Portanto, a afirmacao é Falsa!

n? 2 2

n®+n

(mostra — se por inducdo). Dai, vemos que

a by . . )
b é a matriz que representa o operador linear
c

T: R? > R? (com relagiio a alguma base de R?); entdo vale que T é diagonalizavel.

JUSTIFICATIVA: Como a matriz A = (Z

produto interno, temos que o operador linear T é auto adjunto. Assim, vai existir
uma base ortonormal de autovetores de T, e isto quer dizer que T é diagonalizavel.

AFIRMACAO 2: (V) Se A= (

by ., . . . 2 4
€ simétrica e R“ é um espaco com
c

AFIRMACAO 3: (V) No anel (Z, +,) dos nuimeros inteiros todo ideal pZ, com p
primo, é maximal.

JUSTIFICATIVA: Seja I um ideal de Z. Como Z é um dominio de ideais principais,
vale que I = nZ, para algum inteiro n. Se tivermos pZ c I = nZ C Z, existe um
inteiro a tal que p = na. Como p é primo, temos n = +1 ou n = +p. Isso mostra
que I = pZoul = Z, o que mostra que pZ é maximal.

AFIRMACAO 4: (F) Considere a fung¢io continua dada por

f: R2 — R
2

(xy) ~ fy) = x;‘rﬁi};z' se (x,¥) # (0,0)
0, se (x,y) = (0,0).

Entio, vale que f, (0,0) existe e f, é continua em (0,0).

f(x+ Ax,0) — £(0,0) - 0-0
r_1>10 = lim

= = 0.
Ax Ax—0 Ax

JUSTIFICATIVA: Temos £,(0,0) = i
X

Assim, f, (0,0) existe.
Agora, se (x,y) # (0,0), temos

_ 8xy(x® +y?) +3x%y2x  8xy?
o (x% + y2)? (2 +y?)*
Para S; = {(x,0);x € R}, temos f, 7 0. E para S; = {(x,x); x € R}, temos
1

fr = 2. Portanto, 4 limi#ki f. e assim, f, ndo é continua em (0,0).
S$2 (x,y)-(0,0)

AFIRMACAO 5: (F) Se f: C - C é uma func¢do de uma variavel complexa, definida
por f(z) = Z + 2, entdo f é analitica.
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JUSTIFICATIVA: Escrevendo f(z) =z+2=u(x,y)+iv(x,y) = (x +2) +i(-y).

. .. ~ ~ Ou
Vemos que as derivadas parciais de u(x,y) e v(x,y) com relagio a x e y sdo - L

Ju v av . . o~ . Ju av
— =0, —=0 e — = —1. Assim, as condi¢des de Cauchy-Riemann —=— e
dy 0x dy ax  dy
u

v . - . . . ~ ~
5, = — 5, hdosdo satisfeitas, independentemente dos valores de x e y. Entdo, f nao
y X

é derivavel em qualquer ponto do plano complexo. Consequentemente, f nao é
analitica.

AFIRMACAO 6: (F) Seja G um grupo. Sejam H e K sio subgrupos de G. Entiio, em
geral,valeque HUK < G.

JUSTIFICATICA: Considere, em R3, os subconjuntos H = {(x,0,0)/x € R} e
K = {(0,y,0)/y € R} e a operagdo usual de adi¢do, por exemplo. Vale que H e K
sdo subgrupos de R3. No entanto, a unido H U K contém os vetores u = (1,0,0) e
v=1(0,1,0) mas, u+v =(1,1,0) € HU K. Isso mostra que esse conjunto uniio
ndo é “fechado” para a adicdo definida em R3. Consequentemente, H U K ndo é um
subespaco de R3.

PARTE III (AVALIADA EM 2,0 PONTOS)

TEMA PARA DISSERTAGAO: Critérios de Convergéncia de Séries Numéricas.

CHAVE DE CORRECAQ: Para obter a pontua¢io maxima nessa parte da avaliacio o
candidato deve:

Definir série.

Definir série convergente.

Exibir pelo menos 3 (trés) critérios de convergéncia.

Dar exemplos da aplicagdo dos critérios enunciados no item 3, discutindo a

B w e

convergéncia de determinadas série numéricas.
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