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Area: Estatistica Numero de C.P.F

QUESTAO 1 - Discorra destacando as principais defini¢des, com exemplos praticos, os modelos tedricos,

as inferéncias sobre os parametros, os testes de hipdteses e suas conclusdes sobre os seguintes temas:

a) (1,5 PONTOS) Regressao Linear Simples: Inferéncia sobre os parametros;

b) (1,5 PONTOS) Regressao Linear Multipla: Inferéncia sobre os parametros.

CHAVE DE CORRECAO:

a)

Definiu corretamente o modelo — 0,5 pontos;

Exemplificou com situagdes reais — 0,5 pontos;

Definiu e interpretou as inferéncias pontuais e intervalares — 0,5 pontos.
b)

Definiu corretamente o modelo — 0,5 pontos;

Exemplificou com situagdes reais — 0,5 pontos;

Definiu e interpretou as inferéncias pontuais e intervalares — 0,5 pontos.
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QUESTAO 2 - (1,0 PONTO) — Seja @ um nimero real positivo e I' uma funcdo que associa a @ 0 nimero

real
I'a) = fooo t* le~tdt.

Essa é uma fungao conhecida na estatistica como fung¢do gama. Além de sua importancia, esta fungao

satisfaz algumas propriedades matematicas, como por exemplo:
Na+1)= al'(a), a>0.

A partir da funcdo gama pode-se definir uma familia flexivel de distribuicdes flexiveis em [0, oo],
chamada de familia gama completa, com dois parametros a e , com densidade f (x|, ), definida

por:

a—le—x/ﬁ

FxlaB) = s ,

0<x<o, a>0 >0,

em que a é o pardmetro de forma e 3 é o pardmetro de escala.

Um dos trabalhos estatisticos consiste em encontrar a média de uma varidvel aleatdria em
funcdo dos parametros que a define. Neste sentido, considerando X uma varidvel aleatéria gama, com
parametros a e f [Notagdo: gama(a, )] e fungdo de densidade f (x|, ) dada anteriormente, mostre

que E[X] = ap.

[Sugestdo: caso seja necessario, observe a forma da densidade de uma variavel aleatéria gama(a +

1, B) e integre esta densidade em todo o seu dominio].
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CHAVE DE CORREGAO:

+co 1

x I'(a)B*

x®le=*/Bax =

E[X] = f()+mxf(x|a,ﬁ)dx = L

+oo 1
] —x(a+1)—le—x/ﬂdx —
0

[(@p*
MNa+1) [*° 1 D)1 _al(a)
Tr@ Pl Tarnger e =gy P F

QUESTAO 03 - (1,0 PONTO) - Sejam A, e A, dois eventos mutuamente exclusivos entre si, num espago

amostral ), de modo que 4;UA, = Q. Considere agora, o evento ndo vazio X c (.

a) (0,3 pontos) Demonstre algebricamente que
P(X|A;) X P(4;)
f=1 P(X14;) x P(A)

P(AiX) =

CHAVE DE CORREGAO
P(X) = P((A; N X)U(4, N X)) = P(A; N X) + P(4, N X)
= P(X|A,)P(A,) + P(X|A;)P(A,)
Entdo

PAinX) _ P(X|A)P(A)

P(A;1X) = P(X) o P(X|A)P(A,) + P(X|A,)P(A,)
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b) (0,3 pontos) Uma empresa compra 60% de um componente eletrénico da fabrica A e 40% da
fabrica B. Sabe-se que a fabrica A produz 2% de seus componentes com defeito, enquanto que a
fabrica B produz 5% com defeito. A empresa possui um lote destes componentes, que estdo
misturados e ndo identificados com rela¢do as fabricas de origem. Se aleatoriamente sorteiam-se
um componente neste lote e observa-se que ele é defeituoso, qual a probabilidade de que ele

tenha vindo da fabrica A?

P(D|A)P(4) B 0,02 x 0,60
P(D|AP(A) + P(D|B)P(B) 0,02 x 0,60 + 0,05 x 0,4

P(AID) = = 0,375

c) (0,4 pontos) Considerando o mesmo problema da alternativa b) desta questdo, suponha que
uma amostra com duas pecas foi retirada e observou-se que ambas apresentam defeito.
Considere a varidvel aleatdria Y:"numero de pecas que vieram da fabrica A". Encontre: a
funcdo de distribuicdo de probabilidade de Y; a funcdo de distribuicdo acumulada de Y; o valor

esperado de Y e avarianciadeY.

CHAVE DE CORRECAO:

y

0 1 2

P(Y) 0,625 x 0,625 =0,3906 2x0,375x0,625=0,4688 | 0,375x0,375=0,1406

Distribuicdo acumulada:

Para

Y<0,F(Y)=0; 0<Y < 1,F(Y) =0,3906; 1<Y <2,F(Y) =0,859%eparaY > 2,F(Y) =1

E[Y] =0,75; Var[Y] = 0,4687
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QUESTAO 04 - (1,0 PONTO). Responda os questionamentos abaixo, considerando que os contetdos

trabalhados sdo referentes a um curso de Estatistica Experimental em nivel de graduacgao.

Foi conduzido um experimento no delineamento inteiramente casualizado, com 4 tratamentos e
3 repeticdes, para o qual o teste F da ANOVA para tratamentos foi significativo ao nivel de 5% de

probabilidade. Baseando-se nessas informacgdes, pede-se:

a) Qual é a férmula geral dos contrastes a serem testados pelo teste de Tukey?
b) Qual é o nUmero maximo de contrastes a serem testados pelo teste Tukey?
¢) Aplicando o teste de Tukey o seguinte resultado foi obtido para as comparacdes de médias

de tratamentos.

Tratamento Média Significancia
1 29 a

4 21 ab

3 13 bc

2 10 bc

Diferenca minima significativa (D.M.S.) = 11,733.

Observando a tabela pode-se concluir que as médias dos tratamentos 1 e 3 sdo estatisticamente iguais?

Justifique sua resposta.

d) Se o interesse fosse testar os seguintes contrastes:

C,=m;—m,
C,=my +m, —2m,
C;=my+m, —2m,
Cyo=mqy +my —m3z —my

Qual(is) o(s) teste(s) que poderia(m) ser aplicado(s) a todos os contrastes? Justifique sua resposta.

[Obs.: Nesta questdo considere m; a média populacional do i-ésimo tratamento].
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CHAVE DE CORRECAO

a)

b)

O teste de Tukey é usado para testar qualquer contraste entre duas médias de tratamentos. Assim, a
formula geral dos contrastes dois a dois é dado por:

erﬁi—r’flj, parai #j=1,2,3e4.

O numero mdaximo de contrastes é dado por
4! 41 4320 12

Comy=Cu2) =303 =22 " 2122 = O
Médias seguidas de uma mesma letra ndo diferem pelo teste Tukey, ao nivel de significancia de 5%.
Assim, pelo teste de Tukey, ao nivel de significancia de 5%, as médias dos tratamentos m, e ms ndo
apresentam diferenca significantes.

O teste t de Student é usado para testar médias de dois tratamentos ou médias de dois grupos de
tratamentos (caso em que o contraste tem mais de duas médias envolvidas). O teste de Scheffé pode
ser usado para testar qualquer contraste entre médias de tratamentos, isto é, comprar médias de
dois tratamentos ou médias de grupos de tratamentos.

Assim, os testes que podem ser utilizados para comprar os contrastes de interesse sdo: o teste t de
Student ou o teste de Scheffé.

QUESTAO 05 - (1,0 PONTO). Um pesquisador, desejando avaliar o efeito de 5 dietas no ganho de peso

de suinos,

realizou o seguinte experimento: tomou 5 suinos das ragas Landrace e Large White; as dietas

gue o pesquisador julgou ser as melhores foram designadas a raca Landrace, e as dietas que o

pesquisador julgou ser piores foram designadas a raca Large White, de tal forma que cada animal

recebeu uma Unica dieta; ao final de sua pesquisa, o pesquisador recomendou a dieta que produziu o

maior ganho de peso. Baseado nestas informacdes, pergunta-se

a) Quantos e quais foram os tratamentos em teste nesta pesquisa? Justifique sua
resposta.

b) Qual foi a constituicdo de cada unidade experimental nesta pesquisa? Justifique sua
resposta.

c¢) Qual(is) foi(ram) o(s) principio(s) basico(s) da experimentacdo utilizado nesta
pesquisa? Justifique sua resposta.

d) A conclusdo dada pelo bioquimico ao final da pesquisa, é estatisticamente aceitavel?

Justifique sua resposta.
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a) Tratamento é o termo utilizado para designar o método, elemento ou material cujo efeito desejamos
medir ou comprar em um experimento. Neste caso, o tratamento é a dieta imposta a cada animal.
Assim temos 5 tratamentos, a dieta 1, dieta 2, dieta 3, dieta 4 e dieta 5.

b) Unidade experimental é a unidade que vai receber o tratamento e fornecer dados. Neste
experimento a unidade experimental é constituida por cada animal.

c) Os principios basicos da experimentacgdo sao:

e Principio da repeticdo: o principio da repeticdo consiste na reproducdo do experimento
basico;

e Principio da casualizagdo: o principio da casualizacdo consiste em atribuir a mesma
probabilidade de serem designados a qualquer das unidades experimentais;

e Principio do controle local: este principio é frequentemente utilizado, mas nao é de uso
obrigatdrio, uma vez que podemos realizar experimentos sem utiliza-lo.

Primeiramente o pesquisador tomou apenas 5 suinos, ou seja, cada tratamento foi aplicado em apenas
um animal, ferindo o principio da repeticdo. Em seguida, o pesquisador escolheu a dieta (sem sorteio) que
cada animal iria receber, ferindo o principio da casualizacdo. Assim, o nenhum principio basico da
experimentacdo fui utilizado neste estudo.

d) Para que as conclusGes a respeito de um experimento se tornem validas é necessario que os
principios basicos sejam respeitados. Assim, como o pesquisador ndo utilizou nenhum dos principios
basicos as conclusdes ndo podem ser aceitas.
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QUESTAO 06 - (1,0 PONTO) - Seja y,,..., y, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo de
Poisson, cuja a funcdo de probabilidade € dada por:

e %0’
f(y;0)= com @>0ey=0,12,....
) Encontre o estimador de & utilizando a fungéo verossimilhanca dada por:
=[1f):
i=1

i) Encontre a Informacéo Esperada de Fisher 1 (6)dada por:

IF(0)=—E[M];

06°

iii)  Supondo que vn(8 —8) ~ N(0,1(6)™1), descreva uma formula para testar a hipdtese:
H,:0=6, versus H,:0=6,.
iv) Utilizando Determine o intervalo de confianca para estimar 6.

CHAVE DE CORRECAO
) L(6) :ﬁ f(y;), entdo, 1(0)=log (11[ f(yi)J = anlog( f(y;)), assim, segue que:

I(H)_—n49+log6’2yl+2yl entdo, %I =-N+= Zy, =0=6=Y
i=1

=1

Portanto, o estimador de maxima verossimilhanca de 6 é =Y.

i) Temos que log( f (x)) =—-6+log 0y+i2l:y! = %{Iog( f(x)}= —1+% = ﬂ{log( f(x)}= —1+% :

deo

j {Iog(f(x))}——g—'entao I (G)Z—E(——):_:HF(Q):
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Portanto, a informacao esperada de Fisher é I (6) =

|-

V) Podemos descrever um teste da seguinte forma:

1° Passo: Definir a hipotese a ser testada:
HO:QZQO.OU H°:9:0°.Ou H0:6:00.
H,:0 %6, H,:0>6, H,:0<6,

2° Passo: Dado que Jﬁ(\? —9) N (O,V(é)) define-se uma regido critica com erro tipo |

"

l/‘/ \\

i \

/ \
/ \
/
",// l-a \'\.'
l/l/)/ \ :
]\\‘4’ b
Azi ZE
Regido critica ]. Regido de aceitagdo |- Regido critica
T T

3° Passo: Para umaamostra vy;,...,y,, calcule a estatistica T_, dada por:

-rCCl/ = yA_ 0?\ !
x/Var'(Q)
4° Passo: Concluséo:

e Se T, €RC ,entdo rejeita-se H,

e Se T, ¢RC ,entdo ndo rejeita-se H,

OBS: Var(d) =

1 A A
ol (9) = Var(0) = - :>Var(<9)_

:I%

; RC representa a regido critica.

%)‘I—‘ =
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Um intervalo de confianca para estimar 6 pode ser dado por:

IC(0): Y +Z, Var(@) ,em que Z, € o quantil da distribuicdo normal padrdo ao nivel de
2 2

1-o.

Esse intervalo pode ser determinado pivotando e = (\7 —49) N (O,V(é)) Entéo,

P[\V-e\sza \7(5)}=1—a:>P[)7—Za\/\7(_§)<0<)7+Za\/\7(_§)j:

Questdo 07 — (1,0 PONTO) - Seja v,,Y,,..., y, uma amostra aleatoria iid de Y ~ N(,64) . Determine:

) Um estimador de maxima verossimilhanga para P(Y >0) ;
i) Seja Y = { 35; 33; 31; 37; 31; 28; 32; 28; 31; 22} uma amostra aleatdria iid de
uma distribuicdo N(y,64). Calcule a probabilidade estimada P(Y >0). Dados:

10
D"y, =308.
i=1

CHAVE DE CORRECAO

Sabe-se que Z = XT:“ ~ N(0,1). Entdo,

P(X >0)=1-P(X SO)=1—P(X — ¥ So_—’ujzl—P(Z g—ﬁ): P(X >O):1_(D(_£j'
O (o2 (o2 O

Encontrando o estimador de maxima verossimilhanca para P(X >0) =1—(D(—ﬁ) , temos:

o

10
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n

911100~ ool 35000
w ]
Ianlog(&/ﬁ) 128Z(x mi

k- ) ()= TN o s %

_I:I (w dx

x)]=- 128 _1

Portanto, pelo principio da invariancia P(X >0):1—®(—§j ¢ um estimador para

P(X >0)=1—c1>[—ﬁ}.
(o2

) Para a amostra X = { 35; 33; 31; 37; 31; 28; 32; 28; 31; 22} tem-se que
X =30,8 e o=8 . Como queremos calcular a P(X >0). Entdo:

P[X >o]=1—q>[—§j 1- @[—%Sj 1-0,0001 = 99,99%.

Questdo 08 - (1,0 PONTO)

Um dos maiores problemas da Estatistica é a parte de Amostragem, ou seja, como selecionar um grupo de
individuos de uma populagio? E muito frequente perguntas do tipo: qual é o tamanho da amostra que se
deve utilizar na pesquisa? Para responder a tais perguntas vamos considerar a técnica de amostragem
que é considerada ser a mais simples: Amostragem Aleatéria Simples (AAS). Para aplicar essa técnica
de amostragem todos os elementos que compdem a populacdo estdo descritos com a mesma
probabilidade de serem selecionados. Assim, pode-se fazer um sorteio entre os individuos da populacédo
atribuindo a cada um dos individuo um bilhete com um numero de série, depois, colocar 0s niUmeros em
uma caixa e sortear um numero aleatorio. Obviamente, na pratica, estes métodos podem ser
automatizados usando computadores. Todos os individuos que forem sorteados irdo compor a amostra.
Para calcular o tamanho da amostra utiliza-se a seguinte formula:

2
n = (t(no_l‘a)XS) .

€max

Em que:

11
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® t(n,-14)- € 0 valor obtido da tabela t-Student com o nivel de confiangal —a e n,-1
graus de liberdade (n, € o tamanho da amostra piloto);
e S: €0 desvio padrdo amostral;
e e,.c = A%X é 0 erro amostral maximo; em que A% representa a precisdo desejada em
relagio & média amostral X ;
e Se n<n, implica que a amostra piloto ja suficiente para estimar a média. Caso contrario,

deve-se selecionar mais elementos da populagéo.

Pergunta-se:

Em uma populacéo de 1000 pessoas pretende-se selecionar uma amostra para avaliar o Indice de Massa
Corporal (IMC) dos individuos. A variavel utilizada para fazer a amostragem é a massa (Kg), conforme
a Tabela 1. Utilizando AAS responda cada item:

i)  Qual é o tamanho da amostra que se deve utilizar para avaliar o IMC da populacéo?

Selecione uma amostra piloto ( ny, = 14 ) nas posicoes: 54°;, 169°;, 248°;, 255°; 350°; 376°; 379°; 45
8°; 732°; 802°; 826°; 924° 958°; 968°. Considere o nivel de confianca de

1—a=95% e erro absoluto maximo ( epq,= 0,04.X). Caso necessite de mais individuos amostrais
selecione os da seguinte posi¢des e ordem: 21°; 24°; 134°; 376°; 530°; 596°; 636°; 340°; 703°; 882°;

14 14
992°. Dados: D x, =871; > x’ =54339.
i=1 i=1

) Para a amostra selecionada estime e interprete o intervalo de confianga (IC) para a massa

S;)?+t ><i :

o) N e R

corporal da populagéo: IC =| X —t

i) O que acontece com a amplitude do intervalo de confianca considerando: A% =2%X e
A% =10%X . Comente sem a necessidade de refazer os calculos novamente.

12
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Amostra selecionada: 64; 61; 66; 58; 59; 58; 59; 65; 58; 67; 64; 67; 62; 63. Temos que: S =3,40;
€, =0,04X =¢e_ =0,04x62,21=2,49,

2
_(2,160x3,40 =8,7=9<n,.
0,04x62.21

Portanto, o tamanho da amostra de 9 elementos amostrais.

IC=| X -t x——:;X+t x—}:[62.21-2,160x3,40/«/ﬁ;62.21+2,160x3,40/\/1_4].

Entdo, IC =[60.25;64.18]. Portanto, o IC para o indice corporal é dado por: [60.25;64.18].

Para 1% =2%X a amplitude do intervalor diminui e o tamanho da amostra aumenta.

Para 1% =10%X a amplitude do intervalor aumenta e o tamanho da amostra diminui.

13
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Tabela 1:

[001]
[023]
[045]
[067]
[089]
[111]
[133]
[155]
[177]
[199]
[221]
[243]
[265]
[287]
[309]
[331]
[353]
[375]
[397]
[419]
[441]
[463]
[485]
[507]
[529]
[551]
[573]
[595]
[617]
[639]
[661]
[683]
[705]
[727]
[749]
[771]
[793]
[815]
[837]
[859]
[881]
[903]
[925]
[947]
[969]
[991]

Dados, em kg,

58
60
61
66
68
60
54
61
57
65
59
69
61
60
64
59
64
58
63
60
68
61
59
62
55
57
60
55
61
57
60
60
55
62
63
66
54
65
56
74
55
54
61
64
60
59

55
59
62
63
73
64
58
57
62
66
62
55
56
64
60
61
60
59
68
59
61
69
61
57
57
60
68
69
61
61
65
61
61
71
61
60
62
64
56
59
65
68
67
64
58
72
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63
64
62
65
57
7
61
64
67
67
60
57
58
68
70
59
63
65
71
69
66
61
62
68
60
63
65
67
68
70
62
61
52
61
64
58
63
65
58
71
60
54
62
57
61
63

59
63
69
66
67
56
61
49
63
74
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