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Questao 1. Uma solugao: Suponhamos sem perda de generalidade que —f(xo, yo) > 0.

dy

0
Pela continuidade de O_f e pelo fato de U C R ser aberto, 37 > 0 e uma bola B((xo, y),7) C
)

U com Z—ch(x, y) > 0, V(z,y) € B((xo,y0),7), pelo teorema da conservagao do sinal.

Seja xg X [¢,d] C B((zo,%0),7) com yo € (c,d).

Considere a fun¢ao auxiliar g(y) = f(xo,y) crescente, pois ¢'(y) > 0. Logo g(c) < g(yo) <
g9(d).

Considere também as fungoes auxiliares h(z) = f(z,c) e j(x) = f(x,d), continuas por
definigao e temos h(zg) < k < j(x¢), pela igualdade de ambas a fungao g.

Assim, existe (a, b) tal que zg € (a,b) e h(z) < k < j(z), Yz € (a,b).

Tome V = (a,b) x (¢,d) C U

Para cada = € (a,b), defina

Wele,d] — R
y — f(z,y)

Observe que W, é crescente, continua e que W, (c) < k < W,(d) para cada x.

Pelo teorema do valor intermedidrio, 3ly(x) € (¢, d) com W, (y(z)) = f(z,y(z)) = k.

Para provar a continuidade de y, fixe x; € (a,b) e dado € > 0 com (y(x1) — €, y(z1) +€) C
(c,d).

Como T (2.4) > 0, temos f(ar.y(e1 — 0) < flar,uar)) < fovplar +€)

Defina p_e = f(z,y(x1) — €) e pe = f(z, y(z1) +¢€)

Pela continuidade de f e pelo teorema da conservacao do sinal, 3§ > 0se x € (x1—0,x1+9)
tal que p_.(x) < k < pe(x)

Para cada z € (z; — 6,21 + 0) defina:



Waly(z1) — €, y(x1) + ¢ = R
y — f(z,y)

Logo W (y(x1) —€) < k < W(y(x1) +¢€)
Pelo teorema do valor intermediario, ly € (y(x1) —€),y(z1) +€)) tal que W, (y) = k ou seja

ly(x) —y(z1)| < €, como z1 € (a,b) é arbitrario temos y continua em (a, b).

Questao 2. i) Sejam A e B matrizes semelhantes. Por definicdo de semelhanca de matrizes
existe uma matriz inversivel P tal que B = P~!AP. Aplicando determinante na equacao

anterior, temos
det(B) = det(P ' AP) = det(P ') det(A) det(P) = det(A) det(P ' P) = det(A) det(I) = det(A).

Usando o fato que o traco é uma aplicagao linear e a propriedade tr(AB) = tr(BA), vem
que
tr(BA) = tr(P~'AP) = tr(AP™'P) = tr(Al) = tr(A).

ii) Sejam A = [a;;] e B = [b;;] matrizes quadradas de ordem n. Sejam A;, B; e D; as j-ésimas
colunas de A, B e BA, respectivamente. Note que a j-ésima coluna de uma matriz é
obtida ao se calcular o seu valor em e; (e; matriz coluna nzl, com 1 na j-ésima entrada

e 0 nas demais entradas). Assim,
(BA)e; = B(Ae;) = BA,.
Por definicao, D; = a1;B1 + ... + an;jB,,. Assim, se D denotar a funcao determinante,
det(BA) = D(a11B1+ ... + a1 Bp,y ...y a1, B1 + ... + apn By).

Expandindo essa tltima expressao, obtemos
det(BA) = Z Apy1** p,n D(Bpy, .., By,)
p

= Z e(p)ap,1- - ap,nD(B1, ..., By)
p

= det(B) Z e(p)ap,1 - apn

— det(B) det(A).

Onde €(p) é o sinal da permutacao p.



Questao 3. .

(a) Um funcao inteira é uma fungao complexa f : C — C que é analitica em todos os pontos
de C. Isto significa que para cada ponto zy € C, existe r > 0 tal que f é diferencidvel em
todo ponto do disco aberto A(zq,r) C C.

Para mostrar que a fungao f(z) = e* é uma funcao inteira utilizaremos as equagoes de
Cauchy-Riemann, como segue: escrevendo z = x + iy, u(z,y) = € cos(y) e v(z,y) =

e’sen(y), obtemos f(z) = u(x,y) + iv(z,y) = €*(cos(y) + isen(y)). De modo que

ou ov . ou, . Ov,
%(2) = a—y(z) = e"cos(y) e a—y(z) = —%(2) = e"sen(y).

Como f esta definida em todo C, as derivadas parciais de suas fungoes componentes u e v
existem e sao continuas em todo ponto de C e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann,
concluimos que f é uma funcao diferencidvel em todos os pontos de C. Isto é, f é uma

fungao analitica.

(b) Um fungao conforme é uma fungao complexa analitica f: A — C definida em um con-
junto aberto A C C com a propriedade de que sua derivada f’ nunca se anula. Isto é,
f'(z) #0,Vz € A
Para encontrar os pontos onde a func¢ao f(z) = cos(z) nao é conforme, devemos inicial-

mente encontrar a derivada de f.

Observando que a funcdo complexa cos(z) é definida por cos(z) = — 2 e C,
obtemos
, B eiz + e—iz>/ B Z'eiz _ Z'e—iz B _eiz + e—iz B _eiz _ e—iz -
f'(z) = <—2 = 5 = 5 =-— = sen(z).

Agora, como os zeros da fun¢ao complexa sen(z) coincidem com os zeros da fungao seno
real, obtemos que sen(z) = 0 se, e somente se, z = km com k € Z. Portanto, a funcao

f(2) = cos(z) ndo é conforme nos pontos z = k7 com k € Z.

Questao 4. Uma solugao: a) Como f': [ — R continua e f'(zq) # 0 logo existe vizinhanca
V C I de zg tal que f'(z) # 0, Vo € V. Sem perda de generalidade, assumimos que f’(zq) > 0
entdo f'(r) > 0, Vo € V e, assim, f é estritamente crescente em V.

Como f é continua, pelo teorema do valor intermediario, f(V) = J é um intervalo aberto.

b) Por ser estritamente crescente, f é injetiva e, portanto, bijetiva na prépria imagem.
-1 -1
+ k) —
[y ; f (y)vyej_

¢) Calculando lim
k—0



Dadoy e J,dx eV talquey = f(z) ey+ k= f(x+ h) com }llir%k: = 0 pela continuidade
ﬁ
da f.

Logo,

e TNy ERE) = Ny t+h—z _
(F7) = lim e _zlflgtl)f(wrh)—f(x)_llc%f(lrﬁh)—f(x)_
TR = @) o J@ ) = @) )

h k—0 h

Logo f é um difeomorfismo.

Questao 5. Usaremos indugao no nimero n de elementos do conjunto {vy,...,v,}. Sen =1, 0
resultado é claro. Suponhamos que o resultado é verdadeiro para n — 1 vetores e consideremos
o caso de n vetores. Se

101 + Vg + ... + av, = 0. (1)

Aplicando T na equagao (1), temos
a1 T(v1) + aT(vs) + ... + a, T (v,) = 0.

Usando que T'(v;) = u;, para i = 1, ..., n, obtemos

AU + AUy + ... + a A\, v, = 0. (2)
Por outro lado, multiplicando (1) por A,, vem

1A U1 F Qo NV + oA A, = 0. (3)
Subtraindo as equagoes (2) e (3), concluimos que

ag(N — Ap)vr + ag( Ao — Ap)va + oo + a1 (A1 — Ap)vn—1 = 0.

Como A\; — A\, # 0 para todo i =

1,...,n — 1, a hip6tese de indugao garante que o; = 0
para i = 1,....,n — 1. Levando em (1), concluimos que «,, = 0 e que o conjunto {vy,...,v,} é

linearmente independente.

Questao 6. Definicao. Uma funcao harmonica definida em uma regiao D C C é uma fungao

continua U : D — R com a seguinte propriedade: Suas derivadas parciais de segunda ordem

4



existem e sdo continuas em D e satisfazem, para todo (x,y) € D, a conhecida equagao de

Laplace:
02U 0*U
W(%’y) + a—QQ(IE,y) = 0.

Agora, para provar o que se pede na segunda parte da questao, assuma que D é uma

regiao simplesmente conexa em C e que U : D — R é uma funcao harmonica em D. Defina a

fungdo complexa g(z) = 9%(z) — ig—;(z) para z € D. Como u é uma fungdo harmonica em D,

u satisfaz a equacao de Laplace. Entao,

d(Reg) 9(Img) J%u N Pu 0
Ox dy  ox2  oy:

Ademais, como as derivadas parciais mistas de u sao continuas, obtemos

O(Reg) N d(Img)  O*u 0%u

= + _— e
dy ox 0yox ( 8x8y)
Portanto, a fungao g satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann. Ainda, como
O(Reg) O(Reg) o(Img) o O(Img)
ox ) oy ’ ox 9y

sao todas continuas em D, segue que g é uma funcao analitica em D. Em adi¢ao, como D é
uma regiao simplesmente conexa, em C, existe uma funcao analitica f : D — C satisfazendo,
por um lado, f'(z) = g(z) (isto é: f é uma primitiva de g em D) e, por outro lado (usando as
equagoes de Cauchy-Rlemann), f/(z) = @(2) — ia(g;yef)(z), para todo z € D. Logo, existe
c € R tal que Ref = u(z)+ ¢ para todo z € D. Dai, F : D — C definida por F(z) = f(z) — ¢

¢ uma funcao analitica com ReF'(z) = u(z) para todo z € D.

Questao 7. Uma solugao: O Solido construido pela rotacao indicada no enunciado é o toro
e o céalculo do volume dele nao sera alterado pela translacao do circulo a unidades no sentido

negativo do eixo y. Logo a equagao resultante dessa translacao é dada por:

y'+ (z—a)® = (1)

Pela simetria do circulo, podemos calcular a metade do volume do toro, considerando apenas
a fungdo que descreve a parte positiva da circunferéncia y = 1/b?> — (r — a)? e ao final iremos
multiplicar o resultado por 2.

A metade do volume sera calculada utilizando a férmula:

(a+b

Vi = 2. )x.\/b2 — (2 —a)?dz (2)

(a—b)



Utilizando a substituicao de varidavel u = z — a, temos du = dx e, assim,

b b b
Vi= 27T./ (u+a). Vb —u?du = 2.7 {/ u.Vb? — utdu + / a.vVb? — u2du] (3)
b b b

b
Pelo fato da funcao u.v/b?> — u? ser impar temos / u.Vb? — uldu =0 e como a.v/b? —u? é
—b
b b
uma funcao par, entao / a.Vb% — uldu = 2./ a.Vb? — u?du. Logo,
—b 0

b
Vi= 27?.&.2/ Vb2 —u?du (4)
0

Fazendo a substitui¢ao trigonométrica u = b.sen 6 com 0 < 6 < /2, temos du = b.cos 0.d0,

obtemos:

/21 n cos 20
2 2

w/2
Vi = dra / b.cos20d = Am.a.b? / do = 47r.a.b2.% = n2ab? (5)
0 0

Portanto o volume V do Toro é o dobro de V; e assim:

V =2.1%a.b? (6)

Questao 8. Primeiramente provaremos a existéncia da transformacao linear 7. Dado um vetor

v € V, existem tnicos «; € K, com ¢ = 1,...,n tais que
V= QU1 + QU + ... + a,U,.
Para esse vetor v, definimos
T(v) = ajuy + agug + ... + AUy,
Da definigao, é claro que T'(v;) = u; para todo i = 1,...,n. Seja agora A um escalar e
u = [v1 + Bovg + ... + Bup,

com [y, fa, ..., Bn € K, entdo temos T(Av+u) = (Aag + B1)ug + (Aag + Bo)us + ... + (A, + Bn)up
= Maoquy + agug + ... + aguy) + (Brur + Paug + ... + Buuy)

= AT'(v) + T(u), o que mostra que T é linear.

Para provar a unicidade de 7', suponhamos 7T} : V' — U uma transformacao linear tal que
Ti(v;) = u;, para todo ¢ = 1,2, ..., 3. Entao, para todo vetor v = ayv; + agvs + ... + @, v, temos
Ti(v) = arTi(v1) + aoTi(ve) + ... + a, T1(vy)



= QU] + QoUy + ... + QU
=T(V).
Logo, T1 = T'(v), para todo v € V e, portanto, T} = T, provando a unicidade.

Questao 9. Uma demonstracao. Veja que, se lim{/|y,| > 1, existe ny € N, tal que para
todo n > ng, obtemos lim {/|y,| > 1. Portanto, |y,| > 1, Vn > ny, donde segue que limy,, # 0,
s . [e'e) , . ;. ,
consequentemente, a série real > >° (v, ¢é divergente. Como a série de nimeros complexos
%% 2z, 6 convergente se e somente se as séries de nimeros reais Y oo T, € Yoo sao
n=0 ~n g n=0""n n=0Yn

2. (e o] ’ s . .
convergentes, concluimos que ) >~ z, ¢ uma série divergente.

Questao 10. Uma solugao:

o0 o0
Sejam s, =ag+...+a, €S, =by+ ...+ b, as somas parciais das séries E a, € E b,,.

n=0 n=0
o0
a) Como a, < b,, Yn > ng, temos s, < S, < 0o como g a, diverge entao lim s, = oo,
n—oo
n=0

oo
assim pelo teorema do confronto temos lim S,, = 0o, ou seja, g b, diverge.
n—oo
n=0

b) Pela hipétese a,, < b,, Yn > ng temos 0 < Z ap < Z b,,.

n=ng n=ng
oo oo oo oo
Observe, ainda, que, g ay, = 5 Ap — Spg—1 € 5 b, = 5 by — Sng—1
n=no n=0 n=ng n=0
(o] o

Entao se an converge entao Z b, converge para um valor, digamos L. Logo, como

n=0 n=ng
00

0< E a, < L observamos que a sequéncia s, ¢ monoétona e limitada e, portanto, convergente,

n=ng

o0
logo E a, € convegente.

n=0

1 1
c¢) Pode ser demonstado por indugao que n! > 2", Vn > 4. Assim, — < on Vn > 4, logo
X © . n!

] < Z on € como Z on ¢ a série geométrica de razao % que ¢é convergente, logo pelo
) n=4

n=4
oo

>
n=4
1

teorema de comparacao para séries, concluimos que E on converge.

n=4



Questao 11. i) Seja S o conjunto {zyx~'y~'/z,y € G}. Primeiro, se a € S, entao a™! € S;
consequentemente, se £ é um elemento qualquer de G’ = (S), entao & se escreve da forma

¢ =aaiag- -, com ag, g, -, a, € 5. Segundo, se g € G, temos

ggg—l — g(Oé10[2 R an)g_l = (galg_l)(gazg_l) e (gang_1>

e consequentemente, para ver que gég~' € G’, basta ver que gag~' € S quando a €

I um elemento de S, assim gag™! = g(zyz~ly~')g™' =

S. Seja entao a = zyr ly~
(929~ )(gyg~ ") (g2~ g7 )(gy~97™)

= (9297 ") (gyg~ ) (gzg™") Hgyg™") ' € S.

ii) Sejam G um grupo abeliano e H um subgrupo de G. Para todo g € G, vale que
HY={g'hglhe Hy ={hlhe H} = H

o que mostra que H ¢ um subgrupo normal de G.
O candidato devera apresentar um grupo GG, mostrar que todo subgrupo W de GG é normal

em (G e for fim, mostrar que G é nao abeliano.

Questao 12. Uma demonstragao. Tome uma parametrizacio X : U C R? — S, tal que
p € X(U). Mostraremos que o subespaco dX,(R?) coincide com T,S, onde ¢ € U satisfaz
X(q) = p. Para este propdsito, se w é um vetor tangente em p, entdo existe uma curva
a: (—€¢) — X(U) satisfazendo «(0) = p e o/(0) = w. Considere a curva diferencidvel
B=X"1oa:(—ee) — U, e veja que dX,(5(0)) = w. Logo, w € dX ,(R?).

Agora, seja w = dX,(v), onde v € R% Mostraremos que w € T,S. De fato, veja que v é o vetor
tangente da curva 7y : (—€,€) — U, v(t) = tv + q. Portanto, usando a defini¢do de diferencial,
obtemos que w = o/(0), onde o« = X oy(—e,e) — X(U). Logo, w € T),S.

Questao 13. Uma solugao: Admitamos a hipotese de que as solucoes sao do tipo y = =™,

logo derivando duas vezes obtemos:

dy _ m—1
i (7)



Substituindo na EDO, obtemos:

22m.(m —1).2™ 2 + 3r.ma™ 2™ = m.(m — 1).2™ + 3ma™ + 2™ =0 (9)

" (m(m—1)+3m+1)=0 (10)

Assim devemos resolver a equagao

(m(m—-1)+3m+1)=0 (11)

que simplificada ¢ igual a m? 4+ 2m + 1 = 0 que possui solucoes m; = mq = —1
Assim temos y; = z~! é uma solucdo. Utilizando o método de reducido de ordem para

encontrar uma outra solucao linearmente independente, temos:

— [(3)dz 1 —3.In(zx) 1 -3
_ -1 [Ee " _ € . x

1
Yo = E.ln T (13)

Portanto a solucao geral da EDO é dada por:

1 1
y=c.—+c—Inz (14)
T x

Questao 14. A demonstracao serd feita por indu¢ao em m. Suponha que m = 1 de modo que

p(z) = ax + a; tem by como raiz. Entao, p(by) = aby + a; = 0, ou seja, a; = —aby, e
p(z) = axr — aby = a(x — by).

Logo, o resultado vale para m = 1.

Suponha agora que o resultado seja valido para m = k e consideremos p(z) de grau k + 1
com raizes by, by, ..., bgr1. Como by é raiz de p(x), temos, pelo teorema da fatoragao, p(x) =
q(x)(x — by), onde g(z) é de grau k e coeficiente lider a. Como p(b;) = q(b;)(b; — by) = 0, para
j=2,..,k+1ecomobj —b # 0 para j # 1, segue que by, bs, ..., by41 sao raizes distintas de
q(x). Por hipdtese, q(x) = a(x — by)(x — b3) - -+ (x — bri1).

Entao,

p(x) = a(x = bi)(x = by) -+~ (¥ = bry1)

e a demonstragao por indugao esta completa.



Questao 15. Uma Solucgao. Para garantir a orientabilidade de S basta explicitar um campo
de vetores normal diferencidvel em S. Para este propdsito, encontremos os campos de vetores

tangentes X, e X,. Temos:

X, =(— vsen(u), vcos(u),0)

» =(cos(u), sen(u), 2v).
Agora, encontremos o campo de vetores X, A X,
Xu AN Xy = (2v%cos(u), 20°sen(u), —v)

. Por fim, definamos o campo de vetores N : S — R3, por:

N(p)

Xy X, (21}003(u) 2usen(u) -1 )
X AX T WA+ T VA + 1 Vi + 1/

Observe que N é um campo definido globalmente em S, é diferenciavel pois suas funcoes com-
ponentes sao diferencidveis e é normal a S em todo ponto p € S. Isto prova que S é uma

superficie regular orientavel.

Agora, para classificar os pontos de S, devemos analisa-los de acordo com o sinal da curva-
tura Gaussiana K de S. Para tanto, lembremo-nos que em coordenadas locais a curvatura K

é expressa por
2
K= 91
EG — F?
onde E, I', G e e, f e g sao os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental de S,

respectivamente. Ainda, estes coeficientes sao expressos por:

E=<X,,X,>=v" F=<X,X,>=0;, G=<X,,X,>=1+4v%

—2? -2

e=< N, Xy >= —; =< N, X,, >=0; =< N, X,, >= ———.
V1 4+ 492 / g V1 4+ 402
De onde obtemos
K 402
424+ 17

Como K é uma fungao estritamente positiva em S, segue que todos os pontos de S sao pontos

elipticos.

Questao 16. Uma solucao: Os simbolos de Christoffel sdo os coeficientes I'*:, 4,5,k = 1,2
ij

10



determinados a partir das seguintes equacoes:

ME+T3F = %Eu;
IF+I%G=F, - %E
I,E+T%L,F = %E
F%zF + F%2G = %Gu;
M,E+T2,F=F, — %Gu;
[ F + T35,G = %GU.

Ademais, vale que os simbolos de Christoffel sdo simétricos em relagao aos indices inferiores.
Agora, para a superficie regular S parametrizada por X (u,v) = (vcos(u), vsen(u),v? + 1), com
0 <u<2rewv >0, obtemos os coeficientes da primeira forma fundamental £ = v2, F =0 e
G = 1+ 4v?%; donde obtemos:

E, =0, E, = 2,
Fu:FU:07
G, =0, G, = 8.

Substituindo os coeficientes E, F' e (G e suas respectivas derivadas nas equacoes que determinam

os simbolos de Christoffel, encontramos: T}, = 0,15, = 175, Tl = 1,15 = 0,5 = 0 ¢
s, = ﬁ' Seja agora v : (—e,€) — S uma geodésica em S e tomemos X (u(t),v(t)) a

expressao de v na parametrizacao X. Entao as seguintes equagoes diferenciais das geodésicas

sao satisfeitas para v:

u” + F%l(ul)2 + QF}QU,U, + F§2(U,)2 =0,
V" + F%l(ul)Q + 211%2“,”, + F§2<Ul)2 =0,

Com os simbolos de Christoffel obtidos anteriormente, as equagoes diferenciais das geodésicas

para 7y se tornam:
2
' 4+ =u'v' =0,
v

(u')? +

—v

14
CE

Estas sao as equacoes procuradas.
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Questao 17. =) : Suponhamos que J é um ideal maximal de A, e seja 0 # a € A = A/J.
Vamos provar que existe b € A tal que ab = 1. De fato, se L = A.a ideal principal de A gerado
por a, teremos que J+L = {x+y|z € J,y € L} é um ideal contendo J, e maisa # 0 < a ¢ J.
Como a = l.a € L C J+ L temos que J + L é um ideal que contem J e ainda J + L # J.
Pela maximalidade de J segue que A = J + L e dai vem que 1 € J + L implica que existe
u€ Jyv e Ltaisque l =u+v. Masv € L = A.a e temos que v = b.a para algum b € A, ou
seja, existem b € A,u € J tais que 1 = u + b.a. Ora, passando barra em ambos os membros
da 1ltima igualdade, segue que, I = u +b.a =4+ b.a =0+ b.a,isto é,b-a=a-b= 1, como
queriamos provar.

<=): Suponhamos que A = A/J seja um corpo. Assim, 0,1 € A = J # A.

Se M # J é um ideal de A e J C M C A, entdo teremos que existe a € M, com a ¢ J, ou seja,
a+#0,ac A Como A éum corpo, existe b € A tal que a.b = 1, ou ainda, ab = 1(mod.J) se,
e somente se, existe u € J tal que ab — 1 = wu, e isso nos diz que, 1 = ab — u. Como a € M,
segue que ab € M e como u € J C M temos também U € M. Logo, concluimos que 1 € M e

imediatamente temos M = A, como queriamos demonstrar.

Questao 18. Seja o Problema de Valor Inicial dado por:
dy
y(wo) = Yo
Com f:UCR*—=R

0 L . -
Se fe 97 forem continuas entao existe V' = (a,b) x (¢,d) C U e uma unica fungao

dy

y: (a,b) — (c,d) de classe C1, tal que v/(z) = f(z,y(x)) e y(xo) = yo.

Pelo item anterior, é necessario verificar em quais regices do plano f(z,y) = \/g.:cZ e
of  a?
9y 2y

Logo o teorema ¢ vélido para todo ((z,y) € U C R?, tal que y > 0.

sao continuas.

Questao 19. Multiplique a equagao inteira pelo fator integrante:

Assim temos:

efp(x)dx;i_i + ef P(x)d:cp(x)y _ efP(:c)dxf(x) (16)
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Reduzindo a uma derivada do produto no lado esquerdo da equacao, obtemos:

d[@f P(m)d:ty]
dx

Integrando em relagao a x nos dois lados da equacao:

= e/ P@dr f () (17)

ef P@)de o /ef P@yd £ () dx + ¢ (18)

Por dltimo, multiplicando por e~/ P4 nog dois lados da equacio:

y(m) _ 6—fP(ac)d:c / ef P(m)dxf(d,’)dl’ + C‘e—fP(:L’)dx (19)
Um circuito LR pode ser modelado pela equagao diferencial de primeira ordem abaixo:

di
L.—+ Ri=U(t) (20)
dt
Com U sendo a tensao aplicada no circuito, i(t) a corrente elétrica no instante t, L é a

indutancia do indutor, R é a resisténcia do resistor. Subsituindo as informagoes na EDO,

obtemos:
1 di
—.— +40.5 =24 21
yar ! (21)
Multiplicando por 2, temos:
di
— +80.2 = 48 22
5y +80.i (22)

Aplicando a solucao encontrada acima, chegamos a:

i(t) = e %% / ™ 48dt + c.e™® (23)
4
i(t) = £ + c.e”® (24)

Utilizando a condigao i(0) = 0,

i(0) = % +ce’ =0 (25)
c= —% (26)
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E a solucao do PVI é dada por:

. 3 3 _
Z(t) = g — g.@ 801 (27)

Questao 20. Uma solucao: Observe inicialmente que, por ser o uma geodésica, seu parametro

t é proporcional ao seu comprimento de arco. Isto é, existe uma constante nao nula ¢ € R, tal

que |&/(t)] = ¢. Sendo 8 = « o h, obtemos '(t) = o/ (h(t)).h'(t).

Como uma condigdo necessaria para que 3 seja uma geodésica é que |B'(t)| = constante e

|a/(h(t)).h'(t)] = |/ (h(t))|.|A (t)], devemos ter |h'(t)| = constante. Ou seja, h(t) = at + b, com

a # 0 e b constantes reais. Por outro lado, escrevendo 5(t) = a(at 4+ b), a # 0 e usando que «
DB'(t) _ 2 Da(at+b

¢ uma geodésica, podemos calcular a derivada covariante =3~ = a T) = 0, mostrando

assim que 3 = ao h(t), h(t) = at + b, é uma geodésica.
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